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Resumen: En este trabajo se preserta una melodolocgia especial para resolver la
ecuscitn de Hamiltor-Jacobi-Bellman asociada 3 la funcién de costo optimo de
problemas de cormtrol de sistemas deterministicos en el caszo estacionario. La misma
comsiste erm  utilizar una perturbacion singular del  operador diferancial
interviniente en la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman 4 asquemas de
discretizacion especiales para el gradiente de la funcién de costo dptimo, basados
en el método de lzs difersncias finitas.

Estoz ssguemas satisfacen un Principio de Maxima Discreto, lo ous implica la
gstabilidad u convergencia del métodn, asi como la  posibilidad de utilizar

alooritmos iteratives para resclver el problema discretizado.
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Hintroduccion

Se considera en este trabajo un oroblema de control optimo de sistemas dinamizos
descrintos por  ecuaciones difererniales ordinarias. Se estudia el caso
estacionaric, realizando discretizaciones crientadas a preservar para el problema
aproximzdo, las caracteristicas d= linealidad en los controles del problema
originzl; de esta forma las octimizaciones puntuales gue aparscen 20 la ecuacion
de Hamilton-Jaccbi-Ballman (H-1-B) resultan ser programaciones lineales, gue al
ectar definidas sobre restriccionss de tipo hipercubos pusden ser sclucionadas
directamente por inspeccién de los coeficientes gua multiplican a los controles.

El sistems tratszdo tien2 una eunlucién dinamica descripta por el sistema de

ecuaciocres diferencizles ordinarias:

dx _ ) 3
T = L{C' (A ARNI(A)
&8

%0 = %xg
siendo

Fixuh= Fip(d 4 % Fild gy
i=1
donde 2g € © , el dominio & C 2" ss amotado y =e supone que para todo b3 0 el
estadc del sistema xt) € £} (Is tragectoria del sistema no sale nunca de §t )
Las politicas de sortrol:
yl) : [Oee]l 4 Y

signdo

Y= Yy min ¢ SLmax 3.0 Ym,min ¢ Fmmax 1

zon funcicnes medibles 4y se supone Que:

’r‘i (x) @s wna funcion continua u acotada de ¥ €0 uoue ademds se satisface
Ihfiexd — 3¢ VNLCe I =%1 {(2)
i

W %X e N
Bajo estas condiciones se demuestra {(para cualguier control oo arbitrario) la
existencia u unicidad de la solucion de (1) [51

A este sistema dinamico se le asocia el funcional de costo Jmu)s 81 ul) es una
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oolitica arpitrariz de conbrol, J toma la forma:

il .
Qo) +3 »gey =% gt

i=1

El ohjetivo del problema =3 encontrar la politica de comtrol S0 gue minimiza el

furcionzl I, es decir tal que
Tixg , OO =inf . Tixeulh
i
Los cosficientss 11(;:) : 2 =+ R, gue intervienen en la funciom de costo instantareo
o rrl £1 44
) = lglx(t) +Z 1;0elk)y gt

i=1

sor funciones cortinuas, acotadas v satisfacen:

3¢
i
o

para ura constanta C; » 0, x, ¥

o es el coeficiente de actualizacidon u se supon:

m .
LS C'Fi max ( S min T TS max J
i=1 ’

I-Definicion de la funcidn de costo optimo

La furncidn de costo optimo s define

inf Jlg, vl )
i}

iver [5) padg 9

Bajo las condiciones dadas para £ 4 1 (ver [3) pas 28 se demuestrz ls ezistenciz
de la furncion costo dotimo o la lipschitzianidad de la misma. Mas alGn, dsbido a la

uma politica

forma especizl (lineal en ! de la dinamica (1) u del c
dptima wa que:

2) J es contirun en la topclogia ¥-débil de Lol M

by el conjuntoc de las politicas admisibles es compacto bajo estz topologla en virtud
de lz convexidad de v [71
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Asimismo se prusba gue V verifica la scuacitn de H-J-BE asociada:

min  LV=0
yeY

siendo

W=V f+l—aViz0

V es lamada la funcidn

determinarse las politicas

de costo optimo 4 en base a su conocimiento pueden

optimas de oontrol buscadas, por 1o que la solucidn del

problems original se reduce esencialmente al calculo de esta funcidn V.

Para ercontrar numéricaments 1a solucion V de (€), se resuelve esta ecuacion de

H-T-B en forma aproximada por discretizacion, hallando  una funcion VP gue

converae hacia ¥ cuando h

(parametro de diseretizacion) tiende a cero.

Ii-Perturbacion singular de la ecuacion de H-J-B

Con vistas a obtener esguemas de discretizacion convenientes se procede a

cansiderar una perturbaci

on sinagular del operador diferencial interviniente en ().

La scuacion perturbada tomara la forma:

min  LgvT)=0
DEY

donde

L= AT + VT 41— aV”

con
Ag = ST ——s
k=1 k ax,f
Este operador resulta de’

la ecuacion (1), gl sistema

pstocistica de I8

r
dx = £b) db + 3 JE0y

analizar, en lugar cel sistema deterministico asociado a

con perturbaciones aleatorias descripto por la ecuacion

donde los W SC0 movimientos orowniancs unidimersicrales independientes [&1

Se considera ous la difusion descripta por (B) se comporta CoOmMD UN& difusion.
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reflejada en la frontera de {}; en consecuencia la ecuacidn (7) tendri como
cordicidn de frontera natural la siocuiente restriccion
ri A0
3V =0 (D

> N, =
k:ikaxk ke

. componente k-ésima del versor normal a 30
se tiene asl que

Ve W= {we ™/ verifica @ }

Puede probarse gue cuando o-0 VY] por lo gue en los siguientes parrafos seri
desarrollade una metodologia para aproximar V7.

La ecuzcidn perturbada de H-J-B puede ser obtenida también directamente aplicando
la teoria de certurbaciones por reaularizacion de ecuacionss & inecuaciores
variaciocnales (ver [14D), sin necesidad de recurrir =z interpretaciones
probabilisticas de las mismas.

Asimismo, los esguemas obtenidos a traves de la perturbacidn estocastica del
sistema pueden  ser loarados Larnbién como  cazo  lmite  (pasando al caso
estacionario) de los esouemas obtenidos para problemas deterministicos evolutivos

en el trabajo (9]

V-Formulacion del problema discretizado

aDiscretizacién de

El conjunto ¢ es reemplazado por un cubrimiento Q" formado por rodos x',:=x_, (ver
figura 1) que determinan un enrejado uniforme.

h = max {4xy, Axzl, es llamada la norma de la particion.
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oDiseretizacion del conjunto de controles Y:

£l conjunto ¥ es reemplazado por el conjunto aproximado vho= 1L IR
siendo

VI oy gk = }

L "‘..{ €/ & = Yinint Yimax ~ Yiminhy k= Oy 1

oDisoretizacion de W
Las funcicnes de W son reemplazadas por funciones w" definidas en los nodos del
enrajado

o) Discrstizacién de las condiciones de firontera de la ecuacion (7).

La condicidn de frontera g-:’:ti sz discretiza en forma natural: (para el casc de )

rectangule)

wWh(0,xP) = whidx, xoP) Y xg"
wh(Li;xzh) = WMy ~8Xy,Xa") Y . xph
whixgh, D ) =whix b, 8xg) g xyh
WL g) =Py P Lp—0%a) Y xlh

w ®n forma similar para el caso general

La ecuacion (7) se disc;r-eu.ia de la siguiente forma

mxenyb Lo =0 )
e

L wh = AL we + VPwhf 4+ 1 - awd
donde las discretizaciores 8" u V" del laplacieno y del gradiente estan definidas
respactivamente por: ’ '

wb(x+ekﬁxk)+'wb(x—ekbxk)—2wb(x)

n
AB- Wwh = O
2, % (B

m
T = Turfa + S VW F
=
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N wh(x+4e Ax, )—wh(x-e, A%, )
Twhfi=3> k ZkA Kk 00
k=1 *k
donde
£, = (Figr - oFip y i=04,. .., m
Y

e = (O, . I}
ez el k-ésimo versor unitario.
Esta forma de discretizar el operador Lg permite reescribir la ecuacicn (10 en la

forma esquivalente:

’\7” = Ph Vh
siendo:
n whiz4ey A% Y WP (X—gy, L, )
Pluhtxg i) = i { o Te1e3¥ic 2( s
k=4 (ax)

(2 k%iom(dxk)'2+ a)

n wh(x+ekbxk)—vw(x-eKAxk)

?ok{x) -+ IQ(X) -+

Kb 2 8x),
w"(x+ekﬁxk)~iuh<x~ekﬂxk) } }
4+ min - £ 004100 ¢y (1
yevy” l k%i{ Z Ax, ik 3 } k
Cuando
m Ax

se puede demostrir Faoilmente aue L& verifica un principic de maximo discreto

(ver [8) v gue en consacuencia @l operador Py es contractive. Por lo tanto existe
. P 1] o . g .z

un Gnico punto fijo Vdel operador P, . que es la Onica solusion de la ecuacion

discretizada (10).

V) Caracterizacion de la sulmién del problena discretizade

Podemos entonces (pajo la condicién (120 aplicar al teorema del punto fijo [91 y
obtenamos:

Existe un unico punto fijo V" del cperador Pp, que es la Unica solucidon del sistema
4.00.

Queda asi caracterizada la solucién del problema discretizado w al mismo Ltiempo 2l
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. . .,
operador Fy, permite definir un algoritmo para calcular Y B

VD Solucién del poblema discretizado

La demostracion del teoremz del puntoc fijo nos sugiere el siguiente alooritmo para

=k
computar V7

ALGORITMO
Paso 0 : Tomar Y € WP, hacer v=0

Pasc 1 : Hacer V41 = F Vo

[N

Faso 2 : Bi es Vp = V.4 ir a 3, sino, hacer v=v+1 e ir a 1.

o°
i Hacer V' =V, J parar.

(]

Paso
Este =zlaoritmo termina en un nimerc finito de pasocs o genera una sucesion de
elemenrtos Vy, que converge a Uh, verificandose la siguiente dasiguszldad:

vy — 7" hg o
VID Convergencia de las soluciones aproximadas

La solucién '\7” del problema discretizado converge uniformemente hacia la funcidn
Y (costo Optimo), solucion de (6). )

En efecto por deformacidon de domir;io, utilizando las técnicas de regularizacion u
discretizacién empleadas en [8] se abtieﬁe que vhh:D V. Pudiéndose demostrar

ademas gue

197 = v ¢ cdh

Los detalles completos de estos resultados estan contenidos en [2]

VII) Ejemplo de aplicacion
0 = (0, 11 x [0, 1]

%= xq € N
Ecuacion dinamica del sistema
Fak= a] k=1,2
Z,. 2 .

1 2 — 0.3 %

fi= —8; sat { A% +§‘ ) k k=1,2 i=1,2
.Jx12+x22

gi(-) : [O,00) = [0, 4] ) i=1,2
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Costo instantaneo:

= -
1oty = 7 ( Jxi4x," — 057

Grafico de discretizacion de= ¥

%

nE

SO R

Araliticamente se obtieme aue las politicas de conirol pueden calcularse

exactamente en funcion de los valores de 7, @, By Bz oy ¥ o resultando los

il

controles optimos boﬁspé
=0 51 1 p—031< wy
up=0 si 1 9= 051w
ui=l si 10— 0512w

up=l si 1 p— 0512w

donde
0 = Jxingt
Cy0 Cipll B
Wy = 7‘,7 , Wy = f +-2%
208, 287
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En las siguientez graficas == muestran alounos resultados numéricos obtenidos
con =sta metodologiz, dando las zornas de aplicacion (u=1 , z=1) de los controles
optimos u la correspondiente evolucidn del sistema bajo estas estrateoias.

Las constantes empleadas som:

A= 004
cy= 003
c= 0.045
6;= 003
Bx= D05
a= 10
T= 20

Graficas 1 a 4.

Conclusiones:

Er este trabajo se ha logrado una extension de la metodologia presentada en [B] al
caso de control Optimo continuo. Lo esencia_\l del procadimiernts es la introduccion
de una perturbacidn singular gue permite discretizar sl operador di’r‘erencial L en
la forma indicada en (11). Esta forma espscial de discretizacion implica cus el
operador F‘h pusde ascribirse en f‘_cmrna tal cue la operacion de bisoueda puntual
de minimo en la ecuacién (10) resulta urma programacion lineal scbre un hipercubo
por lo gue este (ltimo problema puede ser solucionado directamente por inspeccidn
de los coeficientes gue multiplican {en (6) a los controles Yy

Pueden darse sin ninguna dificultad condiciones suficientes scbre los coeficientes
de perturbacidén para oue sea valida la‘ caracteristica de contraccién de Pe

En base a esta propiedad se obtiene ro solo gue el problema discretizaco tiene
solucidn Unica, sino también la estructura iterativa del algoritmo de computo 4 su
convergencia. El1 procedimiento tiere la progiedad de convergencia uniforme de las
aproximacicmes y los ejemplos numéricos (testeadcs sobre un problema con sclucidn

exacta conocida) muestran la factibilidad g eficisnciz del mismo.
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CONTROL Y1
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X K K % kK % X ok K kK K X kK KX X X X

23% k% % X X X X kK kK k¥ X X £

22% X X X kX Xk X X X X X X X

% k X kK X % k% ¥ K X ¥k X K X X X X

21% % X X K K X K K ¥ X K X

¥ K X

19.
18.
17.
18.
15.
14.
13.
12.
11.

K K K K % kK K kK Kk X kK K Kk ok X X X X % X X

X ok K K K X ok k X X k X X X X X X X X

% % X kK X X% X% % X k X X X Xk X % % X

% Kk X %k k% % % X X % % % X X X X Xk
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. % k k %k k k Kk k k% Xk k% Xk X % X

.

X K K K %k Kk Xk K X X X X X X

% X ¥k %k X X X X X X X X X
¥ % % X X %k % X Xk X X X X

10% %X X X *

X -k %k X X Xk X X Xk X % X
X % X X X X X X X X X ¥
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9% %X X X X X X

8% X K X X X X X

7K Ok K K Kk X X X X

X X %k X X X X X Xk X X
X X X X X X X X X X X
% X X X X X X X X X X
X X %k % X Xk k X X X X
X kK X X X XK X X XK X ¥
X X k X X X X X Xk X X

20

B% X X X X X X X X

g
el

¥ K X X X Xk X X X X

4k % X X K X X X X X

3

.

* K X K K K X K X X
% X K K K Kk X XK X X

30

25

15

® K K X X

a4
x

1% x X

10

Grafico I
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A
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K Ok % K K K K XK K ok Kk Kk kK Kk X K Kk K ¥ ok X
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CONTROL Y2
k ok ok ok ok X K K K K ok ok ok ok ok K kK kK K K ok kX kK XX

¥ 0k ok ok ok ok ok ok ok kX K Kk ok ok ok koK K kK K ok X ¥R X
28****************************h’(‘rk
%ok Kk ok K % X K K K K Kk ok ok ok K K X XK K X Kk ok ok ¥ X

27K k kK Kk ¥ Kk ok K K K K ok X Ok X kX K ok K K XK X X X K X ¥ kX
26% k sk ok kK ok kK ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok X ok R X X kX ¥ Ok kKX
25k Xk % ok Kk X %k Kk K K Kk k X k ¥ X K X X X Xk X X % X X ok ok oK X
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